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Resumen
Partiendo de la Aproximacio´n de continuo de discontinuidades fuertes (CSDA) como marco para modelar
el feno´meno de localizacio´n de deformaciones y discontinuidades del campo de desplazamientos, el presente
art´ıculo extiende resultados previos obtenidos por los autores empleando cinema´ticas de deformacio´n infinite-
simal y finita en modelos degradables. Mediante el ana´lisis de discontinuidad fuerte, y adoptando un modelo
continuo (tensio´n-deformacio´n) elastopla´stico iso´tropo, se deriva el modelo constitutivo discreto proyectado
(vector traccio´n versus salto del campo de desplazamiento), junto con las condiciones de discontinuidad fuer-
te que restringen los estados tensionales en el re´gimen discontinuo. Se establece una comparacio´n entre los
modelos constitutivos discretos proyectados obtenidos con ambas cinema´ticas (deformaciones infinitesimales
y finitas). Al final del art´ıculo se expone una serie de ensayos nume´ricos con objeto de corroborar la teor´ıa
del modelo propuesto y de enfatizar el papel que desempen˜a la cinema´tica de grandes deformaciones en los
resultados obtenidos.
Palabras clave: Aproximacio´n de continuo de discontinuidades fuertes, fallo material,
localizacio´n, fractura, elastoplasticidad, grandes deformaciones.
CONTRIBUTIONS TO MATERIAL FAILURE NUMERICAL SIMULATION IN FINITE
DEFORMATION SETTINGS. ELASTOPLASTIC MODELS
Summary
Taking the Continuum strong discontinuity approach (CSDA) as a framework for modeling displacement
discontinuities and strain localization phenomena, this work extends previous results of the authors for infi-
nitesimal and finite strain settings using damage models. By means of the strong discontinuity analysis, and
for elastoplasticity continuum (stress-strain) constitutive models, projected discrete (tractions-displacement
jumps) constitutive models are derived, together with the strong discontinuity conditions that restrict the
stress states at the discontinuous regime. The projected discrete constitutive models obtained for both strain
settings (infinitesimal and large) are compared. Finally, some numerical experiments display the theoretical
issues, and emphasize the role of the large strain kinematics in the obtained results.
Keywords: Continuum strong discontinuity approach, material failure, localization, frac-
ture, elastoplasticity, finite strains.
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INTRODUCCIO´N
En el presente art´ıculo se emplea la denominada Aproximacio´n de continuo de discon-
tinuidades fuertes (CSDA) para modelar el feno´meno de localizacio´n de deformaciones. Su
ana´lisis e implicaciones en modelos degradables han sido analizados por los autores en18
(empleando una cinema´tica de deformacio´n infinitesimal) y en19 empleando una cinema´tica
de grandes deformaciones.
En este trabajo se analiza un segundo grupo de modelos constitutivos con cinema´tica
de grandes deformaciones, basado en modelos elastopla´sticos iso´tropos considerando la des-
composicio´n multiplicativa del tensor gradiente de la deformacio´n F en parte ela´stica, Fe,
y parte pla´stica, Fp: F = Fe ·Fp.
CINEMA´TICA DE PLASTICIDAD MULTIPLICATIVA
La descomposicio´n multiplicativa del tensor gradiente de la deformacio´n en parte ela´sti-
ca y pla´stica ya ha sido empleada por diversos autores8,9,22,23,24. Dicha descomposicio´n
viene motivada, desde un punto de vista micromeca´nico, por la fenomenolog´ıa observada
en cristales simples, extendie´ndose al caso de so´lidos policristalinos2,5,27.
La descomposicio´n multiplicativa adoptada F = Fe ·Fp (Figura 1), que introduce el con-
cepto de configuracio´n intermedia Ω˜, descrita mediante una aplicacio´n en IR3 cuyo gradiente
de deformacio´n es Fp, permite deducir las siguientes expresiones:
F = Fe · Fp (1)
l = F˙ · F−1 = F˙e · Fe−1︸ ︷︷ ︸
le
+ Fe · F˙p ·Fp−1 · Fe−1︸ ︷︷ ︸
lp
= le + lp (2)
d = ls= de + dp ; de= (le)s ; dp= (lp)s (3)
w = lskw = wskw +wp; we= (le)skw ; wp= (lp)skw (4)
donde l es el tensor gradiente de la velocidad, le la componente ela´stica del tensor gradiente
de la velocidad, lp la componente pla´stica del tensor gradiente de la velocidad, d el tensor
velocidad de deformacio´n, de la componente ela´stica del tensor velocidad de deformacio´n,
dp la componente pla´stica del tensor velocidad de deformacio´n, w el tensor spin, we la
componente ela´stica del tensor spin y we la componente pla´stica del tensor spin.
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Figura 1. Descomposicio´n multiplicativa del tensor gradiente de la deformacio´n
en modelos elastopla´sticos
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CINEMA´TICA DE MEDIOS DISCONTINUOS
Junto a la cinema´tica de plasticidad multiplicativa del apartado anterior, se emplea la
misma cinema´tica de grandes deformaciones de medios discontinuos detallada en19 para
modelos de dan˜o iso´tropo en la familia de modelos elastopla´sticos que se analiza en el
presente trabajo.
DEFINICIO´N DEL PROBLEMA. ECUACIONES DE GOBIERNO
Las ecuaciones que gobiernan el equilibrio local de un cuerpo que exhibe superficies
materiales de discontinuidad fuerte empleando modelos constitutivos elastopla´sticos con
cinema´tica de grandes derformaciones son las mismas que las definidas en el problema de
deformacio´n finita con modelos constitutivos de dan˜o19.
Empleando los mismos razonamientos all´ı expuestos, la condicio´n de continuidad del
vector traccio´n exige el cara´cter acotado del tensor de tensiones de Cauchy en el interior
de la interfaz de discontinuidad, σ
S
, as´ı como de la derivada temporal σ˙
S
.
El principal objetivo del ana´lisis de discontinuidad fuerte (desarrollado en el apartado
Ana´lisis de discontinuidad fuerte) es, precisamente, determinar los ingredientes que deben
introducirse en un modelo constitutivo continuo con objeto de garantizar dicho cara´cter
acotado incluso en presencia de deformaciones no acotadas.
Del mismo modo que en teor´ıa infinitesimal18 y en dan˜o continuo con cinema´tica de
grandes deformaciones19, para definir completamente el problema se necesitan establecer
las ecuaciones constitutivas y las relaciones cinema´ticas en todo el dominio. La relacio´n
constitutiva adoptada en la l´ınea de discontinuidad S es la misma que la empleada en el
resto del so´lido Ω\S.
MODELO CONSTITUTIVO ELASTOPLA´STICO ISO´TROPO
Un modelo constitutivo particular perteneciente a la familia de los modelos elastopla´sti-
cos hiperela´sticos iso´tropos es el de plasticidad J2 con ablandamiento iso´tropo
22,25, el cual
se describe a continuacio´n.
Se adopta como expresio´n de la energ´ıa libre la siguiente funcio´n:
ψ(F,Fp, α) = ψe(be) + Hp(α) (5)
ψe(be) =
1
2
λ tr2(Ln
√
be) + µ Ln
√
be : Ln
√
be (6)
H
p(α) =
1
2
Hα2 (7)
be = Fe · FeT (8)
donde ψe(be) y Hp(α) son, respectivamente, la parte ela´stica y pla´stica de la funcio´n de
energ´ıa libre, α es una variable interna escalar tipo tensio´n, H < 0 es el para´metro continuo
de ablandamiento y be es la parte ela´stica del tensor izquierdo de deformacio´n de Cauchy-
Green.
Los diferentes tensores de tensio´n pueden derivarse de la ecuacio´n (5) de la forma:
P =∂
F
ψ = ∂
F
eψ ⇒ τ = 2be · ∂beψe = λtr(Ln
√
be)1 + 2µ(Ln
√
be) (9)
Levτ = c
e : de = ce : (d− dp) (10)
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siendo Lev(·) la derivada de Lie asociada al movimiento representado por Fe, τ el tensor
de tensiones de Kirchhoff y ce el tensor constitutivo ela´stico que relaciona el te´rmino Lev(τ )
con la parte ela´stica del tensor velocidad de deformacio´n de, cuya expresio´n se detalla en
el Anexo 1.
El modelo constitutivo presentado se complementa con la regla de flujo pla´stico, la
ecuacio´n de evolucio´n de la variable interna escalar tipo tensio´n α, el criterio de fluencia,
las condiciones de carga-descarga y la ley de ablandamiento:
dp = γm ; m = ∂τφ =
√
3
2
dev(τ )
‖dev(τ )‖ (11)
α˙ = γ
{
α ∈ [0,∞)
α|t=0 = 0 (12)
φ(τ , q) ≡ φˆ(τ )− (τy + q) ; φˆ(τ ) =
√
3
2
‖dev(τ )‖ (13)
γ ≥ 0 φ ≤ 0 γ φ = 0 (14)
q = ∂αH
p(α) ; q˙ = ∂ααH
p(α) α˙ = Hα˙ ;
{
q ∈ [0, τy]
q|t=0
not
= q0 = τy
(15)
donde φˆ(τ ) es la tensio´n uniaxial equivalente de Kirchhoff y, por tanto, el tensor de flujo
pla´sticom = ∂τ φˆ es adimensional y acotado, dev(τ ) es la parte desviadora del tensor τ , q es
una variable interna escalar de endurecimiento tipo tensio´n y τy y γ son, respectivamente, la
tensio´n de fluencia y el multiplicador pla´stico. La expresio´n dev(τ ) representa la componente
desviadora del tensor τ
(
dev(·) = (·)− 1
ndim
tr(·)1
)
, siendo ndim la dimensio´n del problema
y ‖dev(τ )‖ una norma definida de la forma: ‖dev(τ )‖ =√dev(τ ) : dev(τ ).
Junto a las ecuaciones (5) a (15), la ley de evolucio´n del te´rmino wp puede escribirse
como:
wp = γ wˆ(τ) ⇒ lp = dp +wp = γ (m+ wˆ)︸ ︷︷ ︸
not
= lˆ
= γ lˆ (16)
Para este tipo de familia de modelos iso´tropos con variable interna escalar, la ley de evo-
lucio´n de la ecuacio´n (16) no representa ningu´n papel en el modelo constitutivo, resultando
τ independiente de wp y, por tanto, de wˆ (adoptando wˆ = 0, el modelo expuesto coincide
con el presentado en22,25). Por simplicidad, se selecciona un valor arbitrario no nulo, pero
acotado, para wˆ.
En el Anexo 1 se pueden encontrar detalles adicionales del modelo constitutivo presen-
tado.
ANA´LISIS DE DISCONTINUIDAD FUERTE
De modo similar al caso de modelos de dan˜o, tanto en deformaciones infinitesimales18
como finitas19, se analizara´n las condiciones que debe verificar el modelo elastopla´stico
presentado en el apartado Modelo constitutivo elastopla´stico iso´tropo, con objeto de compa-
tibilizarlo con la cine´matica de discontinuidades fuertes empleada y con el cara´cter acotado
de σ
S
y de σ˙
S
. Se hace notar que tan so´lo se realizara´ el estudio para el caso de deformacio´n
plana, no considerando la hipo´tesis de tensio´n plana.
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El ana´lisis se basa en las siguientes identidades algebraicas26:
- De las expresiones Lv τ = τ˙ − l · τ − τ · lT y τ = J σ, tras operaciones triviales, se
deduce:
Lv τ = Lv (J σ) = J
[
tr(l)σ + σ˙ − l·σ − σ·lT ] (17)
- Partiendo de la identidad Lv τ = L
e
vτ − lp ·τ − τ · lpT , y teniendo en cuenta la ecuacio´n
constitutiva (10) (Levτ = c
e : de = ce : (d − dp)), la regla de flujo pla´stico (11)
(dp = γm ) y la ecuacio´n (16) se obtiene:
Lv τ = L
e
vτ − (lp ·τ + τ · l p)
= ce : d− γ
[
ce :m+ J lˆ · σ + Jσ · lˆT
] (18)
Consideremos los siguientes tiempos espec´ıficos dentro del re´gimen de discontinuidad
fuerte (t ≥ t
DF
):
a) Instante de inicio de la discontinuidad fuerte, t = t
DF
, caracterizado por un valor nulo
del salto incremental de desplazamiento (∆[[u]] = 0). Diversas identidades cinema´ticas
quedan expresadas de la forma:
J = J¯ (acotado)⇒ l´ım
h≡k→0
k J = 0
l = l¯+µS
h
([[u˙]] ⊗n¯)⇒ l´ım
h≡k→0
k l = µS ([[u˙]] ⊗ n¯)
l´ım
k→0
k d = l´ım
k→0
k ls = µS ([[u˙]] ⊗ n¯)s
l´ım
k→0
k tr(l) = l´ım
k→0
µS tr ([[u˙]] ⊗ n¯) =µS ([[u˙]] · n¯)
(19)
Considerando las expresiones de (19), e igualando las ecuaciones (17) y (18) para un
punto de la superficie material de discontinuidad S, se obtiene, multiplicando ambos
lados de la igualdad por n¯ y tomando l´ımite para el re´gimen de discontinuidad fuerte
(h ≡ k → 0), la siguiente expresio´n:[
n¯ · ce · n¯ + J¯ (n¯ · σ
S
· n¯)]︸ ︷︷ ︸
Qe
· [[u˙]] = Qe · [[u˙]] = (l´ım
k→0
k γ) r
r =
[
ce :m+ J¯ lˆ · σ + J¯ σ · lˆT
]
· n¯
(20)
donde se ha considerado el cara´cter acotado de σ
S
y de σ˙
S
(y, por tanto, l´ım
k→0
k σ
S
=
l´ım
k→0
k σ˙
S
= 0). El tensor r es acotado, pues lo son ce, m, n¯, J¯ , σ y, por tanto, lˆ. Para
la mayor´ıa de los casos, el tensor Qe es definido positivoI (detQe > 0), pudie´ndose
considerar las dos siguientes opciones en la ecuacio´n (20):
IRepresenta una hipo´tesis razonable, para la mayor´ıa de materiales, suponer que la magnitud de las
tensiones (caracterizada por el valor de la tensio´n de fluencia τy) es mucho menor comparada con los valores
de los para´metros λ y µ, por lo que puede suponerse que el tensor Qe = n¯ · ce · n¯+J¯ (n¯·σS·n¯)1 es definido
positivo.
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1) l´ım
k→0
kγ = 0 (γ acotado). Al ser r acotado, la ecuacio´n (20) se transforma en la
expresio´n Qe · [[u˙]] = 0 y, por tanto, [[u˙]] = 0, no evolucionando el vector salto
de desplazamiento en el instante del inicio de la discontinuidad fuerte tDF (ni,
consiguientemente, el estado de bifurcacio´n). En consecuencia, esta opcio´n debe
descartarse, resultando u´nicamente viable la siguiente:
2) l´ım
k→0
kγ = γ¯ 6= 0 (γ = O( 1
k
) = no acotado). Aunque, de acuerdo con los razona-
mientos previos, esta condicio´n se requiere tan so´lo en el instante de inicio de la
discontinuidad fuerte (t = t
DF
), se extendera´ a todo el re´gimen de discontinui-
dad fuerte pues, como se demostrara´ en secciones posteriores, dicha condicio´n se
verifica siempre:
l´ım
k→0
kγ = γ¯ 6= 0 ∀ t ≥ t
DF
(21)
b) Instante posterior al inicio de la discontinuidad fuerte, t
DF
< t <∞. Para cualquier
instante de tiempo posterior al inicio de la discontinuidad fuerte se pueden produ-
cir dos posibilidades, atendiendo a la componente normal del salto incremental de
desplazamientos (∆[[u]]n = ∆[[u]] · n¯):
Caso b-1: ∆[[u]] · n¯ 6= 0. A continuacio´n se detallan algunas identidades que se veri-
fican para este tipo de cinema´tica:
J = J¯
[
1 + µS
∆[[u]]·n¯
h
]
(no acotado)⇒ l´ım
h≡k→0
k J = J¯ ∆[[u]] · n¯
l = l¯+ µS
h+∆[[u]] · n¯ Lv∆[[u]] ⊗ n¯ (acotado)⇒ l´ım
h≡k→0
(k l) = 0
l´ım
h≡k→0
k d = l´ım
h≡k→0
k ls = 0 ; l´ım
h≡k→0
k tr(l) = 0
(22)
Igualando las ecuaciones (17) y (18), multiplicando ambos lados de la igualdad
por k2, tomando l´ımite para el re´gimen de discontinuidad fuerte (h ≡ k → 0) y
teniendo en cuenta las expresiones (21)II y (22), se obtiene:
l´ım
k→0
k2 Lv τ S = l´ım
k→0
kJ︸︷︷︸
J¯ ∆[[u]]·n¯
k
[
tr(l)σ
S
+ σ˙
S
− l · σ
S
− σ
S
·lT ]︸ ︷︷ ︸
= 0
= 0 = l´ım
k→0
( k2 ce : d︸ ︷︷ ︸
= 0
− kγ︸︷︷︸
=γ¯
[kce :m︸ ︷︷ ︸
= 0
+
+ kJ︸︷︷︸
J¯ ∆[[u]]·n¯
(ˆl · σ
S
+σ
S
· lˆT ) ] )
(23)
J¯ (∆[[u]] · n¯) γ¯︸ ︷︷ ︸
6=0
(ˆl · σ
S
+ σ
S
· lˆT ) = 0 (24)
IIAl ser J = J¯
h
1 + µS
∆[[u]]·n¯
h
i
no acotado, τ presenta la misma naturaleza no acotada, pues τ = J σ
y σ es acotado. Analizando la estructura de τ en la ecuacio´n (9) se deduce la naturaleza no acotada de be
y, por tanto, la de Fe y, a su vez, la del tensor de. Como d = de + dp es acotado, dp = γm debe ser no
acotado, deducie´ndose la relacio´n γ = 1
k
γ¯.
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(ˆl · σ
S
+ σ
S
· lˆT ) = 0 (25)
Considerando la expresio´n (16), la ecuacio´n (25) puede reescribirse de la forma:
lˆ · σ
S
+ σ
S
· lˆT = [m(σ
S
) + wˆ] · σ
S
+ σ
S
· [m(σ
S
) + wˆ]T = 0 ∀wˆ (26)
donde se ha enfatizado el hecho de que σ
S
sea independiente de wp a trave´s
de wˆ. El valor arbitrario que puede adoptar wˆ en la ecuacio´n (26) hace de
σ
S
= 0 la u´nica solucio´n posible de dicha ecuacio´n, concluye´ndose, por tanto,
que la hipo´tesis ∆[[u]] · n¯ 6= 0 debe ser descartada, quedando como u´nica solucio´n
posible la presentada en el caso siguiente.
Caso b-2: ∆[[u]] · n¯ = 0. Por ser ∆[[u]] · n¯ = 0 ∀ t ≥ t
DF
, se deduce la expresio´n:
0 = d
dt
(∆[[u]] · n¯) = Lv∆[[u]] · n¯+∆[[u]] · Lvn¯︸ ︷︷ ︸
= 0
⇒ Lv∆[[u]] · n¯ = 0 ∀t ≥ tDF
(27)
que indica la imposibilidad del desarrollo de la componente normal del vector
salto incremental. Por tanto, al emplear modelos elastopla´sticos de la familia de-
tallada en el apartado Modelo constitutivo elastopla´stico iso´tropo, so´lo pueden
ser modeladas discontinuidades del tipo modo II (saltos de los desplazamientos
tangenciales). Este tipo de restriccio´n tambie´n se ha detectado en modelos elas-
topla´sticos tipo J2 empleando deformaciones infinitesimales13III.
Considerando la expresio´n (21)IV, la ecuacio´n (12) puede reescribirse de la forma:
l´ım
k→0
k α˙ = γ¯ 6= 0 ∀ t ≥ tDF (28)
De modo ana´logo al llevado a cabo en los modelos de dan˜o iso´tropo, tanto con
cinema´tica infinitesimal como finita, la condicio´n de la ecuacio´n (28) se verifica
si la estructura de la evolucio´n de la variable interna α se expresa como:
α˙ =
.
α¯
h
⇒ l´ım
h≡k→0
k α˙ = γ¯ =
.
α¯
α =
∫ t
DF
0
.
α¯
h
dt︸ ︷︷ ︸
def
= α¯
DF
+
∫ t
t
DF
.
α¯
k
dt = α¯
DF
+ 1
k
(α¯t − α¯DF )︸ ︷︷ ︸
def
= ∆ α¯
(29)
IIISegu´n los razonamientos precedentes, la conclusio´n obtenida no se ve afectada por la regla de flujo
seleccionada (verifica´ndose para cualquier definicio´n del tensor de flujo m). Por tanto, y a diferencia del
caso infinitesimal, en grandes deformaciones este resultado no esta´ restringido so´lo a modelos de plasticidad
tipo J2.
IVAl ser J = J¯ , τ presenta naturaleza acotada, pues σ lo es (τ = J σ). Analizando la estructura de τ en
la ecuacio´n (9) se deduce la naturaleza acotada de be y, por tanto, la de Fe y, a su vez, la del tensor de.
Como d = d¯+ µS
h
(Lv ∆[[u]] ⊗ n¯)S = de + dp, la naturaleza de dp es no acotada. Al ser dp = γm, con m
acotado, la implicacio´n γ = 1
k
γ¯ es obvia.
96 M.D.G. Pulido y J. Oliver
siendo α¯ y
.
α¯ acotados y diferentes de cero para t > t
DF
. Aplicando el resultado
de (29) a la ley de evolucio´n de la variable interna qV (15):
q˙S︸︷︷︸
acotado
= H α˙︸︷︷︸
=
.
α¯
k
= H1
k
.
α¯︸︷︷︸
acotado
⇒ H1
k
= H¯ (acotado) (30)
q˙
S
= H¯ .α¯ (31)
donde H¯ representa el para´metro de ablandamiento discreto o intr´ınseco, dedu-
cie´ndose, del mismo modo que en los modelos de dan˜o con deformaciones infinite-
simales y finitas, la condicio´n de regularizacio´n del para´metro de ablandamiento
como una condicio´n suficiente para hacer consistente todo ana´lisis precedente:
H = h H¯ (32)
Considerando las ecuaciones (12) y (29) y la condicio´n de regularizacion del
para´metro de ablandamiento, el multiplicador pla´stico puede regularizarse de la
forma:
γ = α˙ =
1
h
.
α¯=
1
h
γ¯ (33)
Operando del mismo modo que en los casos anteriores, se igualan las ecuaciones
(17) y (18), multiplicando ambos lados de la igualdad por k, tomando l´ımite
para el re´gimen de discontinuidad fuerte (h ≡ k → 0) y teniendo en cuenta la
ecuacio´n (27), se obtiene:
l´ım
k→0
k Lv τ S = J¯ (Lv∆[[u]] · n¯︸ ︷︷ ︸
= 0
)σ
S
− J¯ (Lv∆[[u]]⊗n¯·σS + σS · n¯⊗Lv∆[[u]])︸ ︷︷ ︸
2 J¯ (Lv∆[[u]] ⊗ σS ·n¯)
s
= ce : (Lv∆[[u]] ⊗ n¯)s
− kγ︸︷︷︸
= γ¯
[
ce :m+ J¯ (ˆl · σ
S
+ σ
S
· lˆT )
]
(34)
y, reordenando te´rminos:
(Lv∆[[u]]⊗n¯)s = γ¯ m− ce−1 : 2 J¯ [(Lv∆[[u]]⊗ σS · n¯)s−γ¯ (ˆl · σS )s]︸ ︷︷ ︸
p
(35)
(Lv∆[[u]] ⊗ n¯)s = γ¯ m− ce−1 : p (36)
Sustituyendo la ecuacio´n (33) en (36) se tiene:
(Lv∆[[u]] ⊗ n¯)s =
.
α¯m− ce−1 : p (37)
En la mayor parte de los casos, los valores de los para´metros ela´sticos son sensi-
blemente superiores a los de las tensiones, (µ, λ) σ, pudiendo prescindirse del
te´rmino ce−1 : p en la ecuacio´n (37), reescribie´ndose de la forma:
(Lv∆[[u]] ⊗n¯)s =
.
α¯m (38)
VEl cara´cter acotado de qS emerge de la condicio´n q ∈ [0, τy] y el de q˙S de la naturaleza acotada de σS y σ˙S
(y, por tanto, de τ
S
= J¯ σ
S
y τ˙
S
) y de la condicio´n de consistencia: φ˙(τ
S
) = 0⇒ q˙
S
=m(τ
S
) : τ˙
S
= (acotado)
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Junto a las ecuaciones (27) y (38), se analizan a continuacio´n las siguientes propiedades
de diversas entidades cinema´ticas de las interfaces materiales de discontinuidad S:
1) Igualando las expresiones para el tensor velocidad de deformacio´n d de la cinematica de
discontinuidades fuertes en grandes deformaciones19 (d = ls = d¯+ 1
h
(Lv∆[[u]] ⊗ n¯ )s ;
d¯ = l¯s) y de la cinema´tica de plasticidad multiplicativa de la ecuacio´n (3) se deduce,
para el re´gimen de discontinuidad fuerte (t > t
DF
y, por tanto, h ≡ k → 0):
d = d¯+ d˜ = d¯+ 1
k
(Lv∆[[u]] ⊗ n¯ )s
= de + dp = de + 1
k
γ¯ m
S
= de + 1
k
(Lv∆[[u]] ⊗ n¯ )s (39)
de = d¯ (acotado)
dp = d˜ = 1
k
(Lv∆[[u]] ⊗ n¯ )s
(40)
lo cual establece que el flujo pla´stico dp se desarrolla enteramente debido al salto de
desplazamiento. Esta conclusio´n representa una extensio´n a la cinematica de grandes
deformaciones de un resultado similar obtenido en modelos elastopla´sticos basados en
deformaciones infinitesimales13.
2) La condicio´n ∆[[u]] · n¯ = 0 y, en consecuencia J = J¯ J˜ = J¯ , establecen el cara´cter
acotado del tensor de tensiones de Kirchhoff, (pues τ
S
= J σ
S
= J¯ σ
S
, y tanto J¯
como σ
S
son entidades acotadas) y tambie´n el de τ˙
S
en re´gimen de discontinuidad
fuerte. Este resultado, combinado con la siguiente identidad:
Levτ S = τ˙ S︸︷︷︸
acotado
− le · τ
S
− τ
S
· leT = ce : de︸ ︷︷ ︸
acotado
⇒ le = acotado (41)
establece el cara´cter acotado del te´rmino ela´stico del tensor gradiente de la velocidad
le. Igualando ahora las expresiones l = le + lp y l = l¯+ 1
k
(Lv∆[[u]]⊗ n¯):
l = le︸︷︷︸
acotado
+ lp = l¯︸︷︷︸
acotado
+
1
k
(Lv∆[[u]] ⊗ n¯) (42)
se deduce:
lp =
1
k
(Lv∆[[u]] ⊗ n¯) (43)
La ecuacio´n (43), combinada con la (16) (wp = γ wˆ) y (33) (γ = 1
k
γ¯) establece:
wp = (lp)skw = 1
k
(Lv∆[[u]]⊗ n¯)skw = γ wˆ = 1k γ¯ wˆ ⇒
wˆ = 1
γ¯
(Lv∆[[u]]⊗ n¯)skw
(44)
donde la expresio´n (·)skw representa el te´rmino antime´trico de (·), (·)skw = 0,5[
(·)− (·)T ]. La ecuacio´n (44) establece un valor determinado para el inicialmente
indeterminado te´rmino pla´stico del tensor spin, wp, en la interfaz de discontinuidad
S, en te´rminos del salto incremental ∆[[u]] y del vector n¯.
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Figura 2. Base ortonormal en la superficie de discontinuidad
3) La expresio´n (38) constituye un conjunto de seis ecuaciones algebraicas (debido a la
simetr´ıa). Empleando la base local ortonormal (e1, e2, e3) de la Figura 2, dichas
ecuaciones se expresan de la forma (teniendo en cuenta la igualdad (Lv∆[[u]])1 =Lv∆[[u]] · n¯ = 0 de la ecuacio´n (27)):

(Lv∆[[u]])1︸ ︷︷ ︸
=0
(Lv ∆[[u]])2
2
(Lv∆[[u]])3
2
(Lv∆[[u]])2
2 0 0
(Lv∆[[u]])3
2 0 0

 = γ¯‖n¯‖

 m11 m12 m13m12 m22 m23
m13 m23 m33


S
(45)
de donde se obtiene la siguiente ley de evolucio´n del salto incremental:
(Lv∆[[u]])1 = 0
(Lv∆[[u]])2 = 2 γ¯‖n¯‖ m12
(Lv∆[[u]])3 = 2 γ¯‖n¯‖ m13
(46)
junto con las denominadas condiciones de discontinuidad fuerte en el campo de ten-
siones de Kirchhoff:
m11(τ S ) = m22(τ S ) = m33(τ S ) = m23(τ S ) = 0 ∀ t ≥ tDF (47)
La definicio´n del tensor de flujo pla´stico (m = ∂τφ) en la ecuacio´n (11), junto con las
condiciones de discontinuidad fuerte (47), permiten obtener:
m11(τ S ) =
∂φˆ(τ )
∂τ11
= 0
m22(τ S ) =
∂φˆ(τ )
∂τ22
= 0
m23(τ S ) =
∂φˆ(τ )
∂τ23
= 0
m33(τ S ) =
∂φˆ(τ )
∂τ33
= 0


∀ t ≥ tDF (48)
Se puede expresar la tensio´n uniaxial equivalente de Kirchhoff φˆ(τ ) de la forma:
φˆ(τ ) = Fˆ (τ11,τ12,τ13) = Fˆ (
1
‖n‖T ) = Fˆ (
1
‖n¯‖T ) (49)
donde la funcio´n Fˆ hace hincapie´ en que la tensio´n uniaxial equivalente esta´ expresada en
funcio´n del vector traccio´n T .
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Tomando como punto de partida el vector ∂T Fˆ , la ley de evolucio´n del salto incremental
de la ecuacio´n (46) puede expresarse:
m¯
def
= ∂T Fˆ =
1
‖n¯‖
[
∂τ11 Fˆ , ∂τ12 Fˆ , ∂τ13 Fˆ
]
= 1‖n¯‖ [m11︸︷︷︸
= 0
, 2 m12 , 2 m13 ]
T (50)
Lv∆[[u]] = γ¯ m¯ ; m¯ = ∂T Fˆ ( 1‖n¯‖T ) (51)
La expresio´n (51) constituye una ecuacio´n constitutiva discreta para el salto incremental
∆[[u]] en te´rminos del vector traccio´n T .
Finalmente, y del mismo modo que el llevado a cabo para el modelo de dan˜o en grandes
deformaciones19, se recupera el concepto de energ´ıa libre discreta partiendo de las ecuaciones
(5), (6), (7) y (8):
ψ¯(∆[[u]], α¯) = l´ım
h≡k→0
k ψ(F,F
p
, α)
= l´ım
k→0
k ψe(be)︸ ︷︷ ︸
ψ¯e=0
+ l´ım
k→0
k
1
2
Hα2︸ ︷︷ ︸
H¯p(α¯) = 1
2
H¯ α¯2
= 12H¯ α¯2 (52)
donde se han considerado el cara´cter acotado de ψe(be)VI y las ecuaciones (30) y (31).
Los diferentes ingredientes del modelo constitutivo elastopla´stico discreto obtenido se
detallan a continuacio´n:
Energ´ıa libre ψ¯(∆[[u]], α) = ψ¯e︸︷︷︸
= 0
+
1
2
H¯α¯2︸ ︷︷ ︸
H¯p(α¯)
Regla de
flujo pla´stico
Lv∆[[u]] =γ¯ m¯ ; m¯ = ∂T Fˆ ( 1‖n¯‖T )
Ley de evolucio´n
.
α¯= γ¯
Criterio de fluencia F ( 1‖n¯‖T , qS) ≡ Fˆ ( 1‖n¯‖T )− qS
Condiciones
carga-descarga
γ¯ ≥ 0 F ≤ 0 γ¯ F = 0
Ley de
ablandamiento
q˙
S
= H¯ .α¯
{
q
S
∈ [0, q
DF
]
q
S
|t=t
DF
not
= q
DF
(53)
VIEl cara´cter acotado del tensor be puede establecerse de la ecuacio´n constitutiva (9) (τ
S
=
λtr(Ln
√
be)1+2µ(Ln
√
be)), considerando el hecho de que τ
S
es una entidad acotada. A partir de aqu´ı, la de-
duccio´n del cara´cter acotado de la energ´ıa libre ela´stica (6) (ψe(be) = 1
2
λ tr2(Ln
√
be)+µ Ln
√
be : Ln
√
be)
para t > t
DF
es trivial.
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Se observa que el modelo constitutivo (53) es un modelo r´ıgido-pla´stico, pues el te´rmino
ela´stico, ψ¯e, de la energ´ıa libre discreta resultante es nulo. Esta caracter´ıstica tambie´n se
podr´ıa haber deducido de la regla de flujo pla´stico en la ecuacio´n (53b), donde la descarga,
caracterizada por γ¯ = 0, se corresponde con Lv∆[[u]] = 0, no evolucionando el salto total de
desplazamiento como corresponder´ıa a un modelo con rigidez ela´stica instanta´nea infinita
(r´ıgido). Esta propiedad representa una extensio´n al entorno de las grandes deformaciones de
la observada en los modelos pla´sticos discretos inducidos en deformaciones infinitesimales13.
El modelo constitutivo discreto de la ecuacio´n (53), inducido por la cinema´tica de dis-
continuidad fuerte de grandes deformaciones, presenta la misma estructura que el modelo
discreto elastopla´stico correspondiente en deformaciones infinitesimales (desarrollado por
Manzoli y Oliver11) en el formato de grandes deformaciones. Ello hace suponer que cuando
los saltos de desplazamientos dentro de la discontinuidad sean pequen˜os en comparacio´n
con el taman˜o del problema analizado, el modelo discreto en grandes deformaciones colap-
sara´ en el de deformaciones infinitesimales, constituyendo una diferencia notable con los
modelos constitutivos discretos degradables analizados en18,19, donde, independientemente
del rango de valores del salto de desplazamiento alcanzado en la discontinuidad, los modelos
discretos proyectados son diferentes segu´n el tipo de cinema´tica empleada. En el apartado
Ejemplos nume´ricos se analizara´ este aspecto en mayor detalle.
CONDICO´N DE OCALIZACO´N
El ana´lisis de localizacio´n para modelos elastopla´sticos en grandes deformaciones, ba-
sado en un ana´lisis de bifurcacio´n discontinua con el que se obtienen las condiciones de
bifurcacio´n de un campo de deformacio´n inicialmente suave en uno de discontinuidad de´bil
compatible con el equilibrio del cuerpo6,10,15,16,17,20,21,28, contempla la misma metodolog´ıa
que la empleada para modelos de dan˜o iso´tropo en pequen˜as y grandes deformaciones18,19.
En el instante de bifurcacio´n se inicia un campo tasa de la deformacio´n no suave. Mediante
el mencionado ana´lisis se obtiene la direccio´n de propagacio´n de la discontinuidad.
Ana´lisis de bifurcacio´n discontinua
Siguiendo la metodolog´ıa desarrollada para el caso de deformacio´n infinitesimal18 y para
grandes deformaciones19, se exponen a continuacio´n los principales puntos que constituyen
el ana´lisis de bifurcacio´n discontinua.
La condicio´n de continuidad del vector traccio´n, a trave´s de la superficie de discontinui-
dad S, requiere que el salto de la tasa del vector traccio´n sea cero:
[[
·
T ]] = [[P˙]] ·N = 0 = P˙
Ω\S
· N− P˙
S
· N = 0 (54)
representando [[
·
T ]] el salto del vector traccio´n (tasa) a trave´s de la superficie de disconti-
nuidad, y P˙
S
y P˙
Ω\S
el primer tensor de tensio´n de Piola-Kirchhoff (tasa) en la l´ınea de
discontinuidad S y en el dominio regular Ω\S, respectivamente.
La expresio´n de
·
T se detalla a continuacio´n:
·
T = P˙ · N =
(
F · S˙+ F˙ · S
)
·N =
(
Lvτ · F −T+l · τ · F −T
)
·N
= (Lvτ+l·τ ) ·F−T ·N
(55)
donde S representa el segundo tensor de tensio´n de Piola-Kirchhoff y se ha considerado la
naturaleza material de la l´ınea de discontinuidad S (N˙ = 0).
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En el instante de inicio de la bifurcacio´n, t
B
, la cinema´tica exhibe las propiedades
∆[[u]] = 0 y [[u˙]] 6= 0, verifica´ndose las siguientes identidades:
t = t
B
⇔


F−T
S
= F−T
Ω\S
= F¯−T
τ S = τ Ω\S
l
Ω\S
= l¯
l
S
= l¯+ 1
h
[[u˙]]⊗ n
Lvτ Ω\S = cepΩ\S : dΩ\S = cepΩ\S : d¯
Lvτ S = cepS : dS = cepS :
[
d¯+1
h
([[u˙]]⊗ n)s]
(56)
Suponiendo condiciones de carga en la discontinuidad S y carga neutra en el dominio
Ω\S (un ana´lisis previo demuestra que esta situacio´n determina la primera posible bifurca-
cio´n21), se verfica la igualdad cep
Ω\S
= cep
S
= cep, donde cep es el tensor constitutivo espacial
tangente elastopla´stico, detallado en el Anexo 1, reescribie´ndose la ecuacio´n (54) de la
forma:
[[
·
T ]] = [[Lvτ + l · τ ]] · F¯−T ·N =([[Lvτ ]] + [[l · τ ]]) · n¯
=
(
1
h
cep : ([[u˙]]⊗ n¯)s+ 1
h
[[u˙]]⊗ n¯·τ ) · n¯
= 1
h
[n¯ · cep · n¯+(n¯· τ · n¯) 1︸ ︷︷ ︸
QL
] · [[u˙]] = 1
h
QL · [[u˙]] = 0
(57)
Como se demostro´ en18,19, el vector traccio´n (y su tasa) presentan naturaleza acotada,
deducie´ndose la siguiente relacio´n
QL · [[u˙]] = 0 (58)
donde [[u˙]] pertenece al nu´cleo de la transformacio´n QL · [[u˙]] inducida por el tensor QL =
n¯ · cep · n¯+(n¯· τ · n¯) 1. Por analog´ıa al ana´lisis de localizacio´n en teor´ıa infinitesimal y de
grandes deformaciones llevados a cabo en los modelos de dan˜o iso´tropo18,19, se denomina a
QL tensor de localizacio´n.
El criterio para determinar el inicio de la bifurcacio´n se basa en la deteccio´n de la
singularidad del tensor de localizacio´n QL, obtenie´ndose una solucio´n no trivial para el
vector velocidad del salto de desplazamientos ([[u˙]] 6= 0) en la ecuacio´n (58):
det
[
QL (n¯, H
B
)
]
= 0 para t = t
B
(59)
que constituye la denominada condicio´n de localizacio´n, representando H
B
un valor del
mo´dulo de ablandamiento compatible con la ecuacio´n (59). El instante en el que dicha
ecuacio´n se verifica por primera vez, para un punto material dado, determina el instante de
bifurcacio´n t
B
para ese punto, adema´s de permitir obtener el vector normal n¯, el cual define
la direccio´n de propagacio´n de la interfaz de la discontinuidad S. El valor del para´metro de
ablandamiento en el instante de bifurcacio´n es el ma´ximo de todos los valores H
B
posibles21.
En la resolucio´n de la ecuacio´n (59), que se corresponde con la condicio´n cla´sica de
pe´rdida de elipticidad del tensor de localizacio´n (estudio llevado a cabo, entre otros, por
Rice20), se tiene en cuenta la especial caracter´ıstica que presenta el tensor de localizacio´n
QL = n¯ · cep · n¯+(n¯·τ · n¯)1, pues para valores esta´ndares de las propiedades de los ma-
teriales (para´metros de Lame´, tensio´n de rotura o de fluencia, etc.), se constata que el
te´rmino (n¯·τ · n¯)1 es muy pequen˜o en comparacio´n con n¯ · cep · n¯, pudiendo eliminarse al
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no afectar de modo significativo a la resolucio´n de la ecuacio´n (59). Por tanto, la condicio´n
de localizacio´n se transforma del siguiente modo:
det QL =0 = det [n¯ · cep · n¯+(n¯·τ · n¯)1] ' det [n¯ · cep · n¯ ] (60)
El tensor constitutivo tangente espacial elastopla´stico cep se ha deducido en el Anexo 1.
El valor de QL vendr´ıa representado, por lo tanto, de la forma:
QL = n¯ · cep · n¯ = n¯ ·
[
ce−m:ae⊗ae:m
m:ae:m −H
]
· n¯
=n¯ · ce · n¯︸ ︷︷ ︸
QeL
− f
L
[n¯ ·m : ae ⊗ ae :m · n¯ ]
= QeL [1− fL T]
(61)
donde
T = Qe
−1
L · [n¯ ·m : ae ⊗ ae :m · n¯ ]
f
L
= 1
m:ae:m −H
(62)
y el resto de coeficientes y tensores empleados se definen en el Anexo 1.
Considerando la naturaleza definida positiva del tensor acu´stico ela´stico Qe (por pre-
sentarla ce), su determinante exhibe valor no nulo y positivo, transforma´ndose la condicio´n
de localizacio´n en la siguiente expresio´n:
det QL=0 = detQeL︸ ︷︷ ︸
6=0
det [1− f
L
T]⇒ det [1− f
L
T] = 0
(63)
El determinante del tensor 1− f
L
T se define de la forma:
det [1− f
L
T] = 1− f
L
T
L
= 1− 1
m:ae:m −H TL
TL = [(n¯ ·m : ae) ·Qe
−1 · (ae :m · n¯)]
(64)
e introduciendo la ecuacio´n (64) en la condicio´n de localizacio´n (63) se obtiene la expresio´n
anal´ıtica que determina el para´metro de ablandamiento H, funcio´n del vector n¯ , que verifica
la condicio´n de localizacio´n. Los valores de H que verifiquen dicha condicio´n se representan
por el te´rmino HB , de valor:
H
B
=−T
L
+m : ae :m (65)
De entre todos los valores HB , el ma´ximo de ellos, Hcr, determinara´ la direccio´n de
propagacio´n de la discontinuidad21, Ncr = F¯
T · n¯cr:
Hcr = ma´x [HB (n¯)] ⇒ n¯cr ⇒ Ncr = F¯T · n¯cr (66)
De acuerdo con lo expuesto, el ana´lisis de bifurcacio´n puede formularse de la siguiente
manera:
det QL (H, n¯) = 0 ⇒ Hcr = ma´x [H ∈ P] (67)
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donde P es el conjunto constituido por todos los valores del para´metro H que verifican las
siguientes condiciones:
P = {H ∈ IR | ∃ N ∈ IRndim ; ‖N‖ = 1 ; detQL (H, n¯) = 0} (68)
siendo ndim la dimensio´n del problema objeto de estudio y n¯ = F¯
−T ·N.
Si el conjunto P es no vac´ıo, las direcciones Ncr que cumplen det(QL) = 0 para H =
Hcr se corresponden con las posibles orientaciones de la banda de localizacio´n:
Ncr ∈
{
N ∈ IRndim; ‖N‖ = 1; det [QL (Hcr, n¯)] = 0; n¯ = F¯−T ·N} (69)
FORMACIO´N DE DISCONTINUIDAD FUERTE. TRANSICIO´N ENTRE
DISCONTINUIDAD DE´BIL Y FUERTE
Del mismo modo que los modelos constitutivos de dan˜o continuo iso´tropo (en deforma-
ciones infinitesimales18 y finitas19), los modelos elastopla´sticos que exhiben cinema´tica de
discontinuidades fuertes en grandes deformaciones permiten simular el comportamiento de
so´lidos sometidos a procesos de carga exhibiendo bifurcacio´n discontinua.
Las diferentes etapas que pueden presentarse a lo largo de todo el proceso de carga son
las siguientes: re´gimen ela´stico inicial, re´gimen de plastificacio´n sin bifurcacio´n discontinua,
re´gimen de bifurcacio´n discontinua de´bil y re´gimen de bifurcacio´n discontinua fuerte. Las
caracter´ısticas que definen cada etapa son similares a las detalladas en18,19, remitie´ndonos
a dichos art´ıculos para su estudio.
La fase de transicio´n entre el re´gimen de discontinuidad de´bil y el de discontinuidad
fuerte viene caracterizada por las mismas leyes de variacio´n del para´metro h contempladas
en los modelos de dan˜o.
Al final del presente art´ıculo se detallan diversos ejemplos nume´ricos donde se pueden
apreciar las diferentes etapas del proceso de carga de medios continuos elastopla´sticos que
exhiben bifurcacio´n discontinua y las leyes de transicio´n del ancho de banda h empleadas
en la simulacio´n de la fase de transicio´n.
DISIPACIO´N. ENERGI´A DE FRACTURA
Consideremos la energ´ıa consumida en la formacio´n de una discontinuidad material
durante el intervalo de tiempo (0, t∞ ], donde t∞ representa el instante en el que tiene lugar
la total decohesio´n de la fisura o discontinuidad.
En virtud del teorema de la fuerzas vivas, y considerando un problema cuasiesta´tico
donde la energ´ıa cine´tica puede despreciarse frente a la potencia tensional, la potencia
introducida en un sistema por las fuerzas externas es equivalente a la potencia tensional14:
Pext = Pint =
∫
Ω
P : F˙ dΩ (70)
donde P es el primer tensor de tensiones de Piola-Kirchhoff y F˙ el tensor tasa gradiente de
la deformacio´n.
El u´ltimo te´rmino de la ecuacio´n (70) puede reescribirse de la forma:
∫
ΩP : F˙ dΩ =
∫
Ω
(
τ ·F−T ) : F˙ dΩ = ∫Ω τ :(F˙·F−1) dΩ
=
∫
Ω τ : l dΩ =
∫
Ω τ : d dΩ
(71)
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Definiendo la fraccio´n de la potencia externa consumida en la formacio´n del salto [[u˙]]
en la superficie de discontinuidad S como Pint
S
, la energ´ıa total consumida en la formacio´n
de la discontinuidad fuerte, WS , se puede expresar como:
WS =
∫ ∞
t
DF
Pint
S
dt =
∫ ∞
t
DF
∫
S
τ S : (Lv∆[[u]] ⊗ n¯ )s dS dt (72)
Empleando la expresio´n (38) en (72), se obtiene la siguiente expresio´n de WS :
WS =
∫ ∞
t
DF
∫
S
.
α¯ τ
S
:m dS dt (73)
Para el modelo elastopla´stico concreto presentado en el apartado Modelo constitutivo
elastopla´stico iso´tropo se tienem = ∂τ φˆ, y al ser φˆ(τ ) una funcio´n homoge´nea de grado uno
en las tensiones puede aplicarse el teorema de Euler (τ : ∂τ φˆ(τ ) = φˆ(τ )), transforma´ndose
la expresio´n de la energ´ıa total consumida en la formacio´n de la discontinuidad fuerte del
siguiente modo:
WS =
∫ ∞
t
DF
∫
S
.
α¯ φˆ(τ ) dS dt =
∫ ∞
t
DF
∫
S
.
α¯ (τy + q) dS dt (74)
donde se han considerado procesos de carga pla´stica (γ = 0), es decir φ = 0.
La energ´ıa consumida en la formacio´n de una unidad de a´rea de discontinuidad fuerte,
energ´ıa de fractura Gf , viene definida por la expresio´n:
Gf =
∫∞
t
DF
T
S
· [[u˙]] dt = ∫∞
t
DF
(τy + q)
.
α¯ dt
=
∫∞
t
DF
(τy + q)
.
q
H¯
dt =
∫ 0
q
DF
(τy+q)
H¯
dq
(75)
en la que se ha tenido en cuenta la ley de endurecimiento de la ecuacio´n (53f).
Es necesario resaltar que la energ´ıa de fractura as´ı obtenida so´lo contempla el desarrollo
del re´gimen de discontinuidad fuerte, no considerando la energ´ıa consumida en la parte de
discontinuidad de´bil de su re´gimen de formacio´n.
Para el caso concreto de para´metro de ablandamiento discreto lineal, H¯ = cte., y con-
siderando que la discontinuidad fuerte se produce desde el instante de bifurcacio´n (no se
produce discontinuidad de´bil), coincidiendo este u´ltimo con el instante final del re´gimen
ela´stico, la energ´ıa de fractura se expresa de la forma:
Gf |H¯ = cte =
∫ 0
q
DF
(τy + q)
H¯
dq =
1
2
τ2
pico
H¯
; τpico = τy + qDF (76)
La energ´ıa total consumida en la formacio´n de toda la discontinuidad fuerte, WS , se
puede formular, por tanto, de la forma:
WS =
∫ ∞
t
DF
∫
S
T
S
· [[u˙]] dS dt =
∫
S
Gf dS =
∫
S
∫ 0
q
DF
(τy + q)
H¯
dq dS (77)
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EJEMPLOS NUME´RICOS
En los siguientes ejemplos se emplea el modelo de plasticidad J2 para grandes deforma-
ciones, presentado en el presente art´ıculo, en el contexto de la aproximacio´n de discontinui-
dades fuertes.
En todos ellos el ana´lisis comienza adoptando un material elastopla´stico perfecto y, tras
alcanzar un nivel de deformacio´n dado, se impone una cantidad significante de ablanda-
miento con objeto de inducir la localizacio´n.
Localizacio´n en un problema homoge´neo
El presente ensayo ha sido extra´ıdo de las referencias1,3. En ellas, el ana´lisis se ha
llevado a cabo introduciendo expl´ıcitamente un modelo constitutivo elastopla´stico discreto
en la interfaz de discontinuidad, sin tener en cuenta las condiciones de discontinuidad fuerte.
La probeta de ensayo es una placa rectangular sometida a estiramiento en uno de sus
bordes (imponiendo un desplazamiento d uniforme), manteniendo el borde opuesto fijo
(Figura 3a).
 
3XQWR$3XQWR$
D E
Figura 3. Localizacio´n en un problema homoge´neo: a) geometr´ıa, malla de ele-
mentos finitos y cargas aplicadas y b) malla deformada y contornos de
desplazamiento horizontal
Las caracter´ısticas del material empleado son las siguientes (correspondientes al modelo
elastopla´stico para el caso de deformacio´n plana del apartado Modelo constitutivo elas-
topla´stico iso´tropo): λ = 110,7 GPa, µ = 80,2 GPa y τy = 450 MPa.
La ley de endurecimiento/ablandamiento considerada consta de dos tramos rectos: la
tensio´n uniaxial pico vale τy = 450 MPa y la pendiente inicial de la curva τy − α (pri-
mer tramo recto) viene definida por un mo´dulo de endurecimiento muy pequen˜o, H = 0,1
GPaVII. A partir de un cierto valor (impuesto) αbif , de la variable interna α, el mo´dulo
de endurecimiento/ablandamiento se modifica adoptando el valor H = −12 GPa (segundo
tramo recto con pendiente negativa) con objeto de inducir una bifurcacio´n inmediata y la
correspondiente localizacio´n de la banda de elementos cruzados por la interfaz de disconti-
nuidad SVIII. Por tanto, variando el valor de αbif puede inducirse una bifurcacio´n temprana
(para valores pequen˜os de αbif ) o tard´ıa (para valores grandes de αbif ).
Una vez ma´s, el propo´sito de la presente simulacio´n es destacar el papel que desem-
pen˜an las condiciones de discontinuidad fuerte y mostrar que, incluso aunque los resultados
nume´ricos puedan, en determinadas ocasiones, ocultar dicho papel, las condiciones de dis-
continuidad fuerte no pueden ser, en general, ignoradas.
VIIA efectos pra´cticos puede considerarse dicho tramo horizontal (plasticidad perfecta).
VIIIDebido a la geometr´ıa y a las propiedades del material, el problema a analizar (y el campo de ten-
siones antes de producirse la localizacio´n) es homoge´neo, forza´ndose a que la posicio´n de la interfaz de
discontinuidad atraviese un punto determinado (punto A de la Figura 3a).
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Figura 4. Localizacio´n en un problema homoge´neo: a) curvas tensio´n de Cauchy
horizontal en el dominio regular versus desplazamiento horizontal del
borde de la placa para diferentes longitudes del tramo de plasticidad
perfecta; b) evolucio´n de las condiciones de discontinuidad fuerte y c)
salto de desplazamiento normal y tangencial para un punto A versus
desplazamiento horizontal del extremo
En la Figura 4a se representan las curvas tensio´n de Cauchy horizontal σ
Ω/S
(en el
dominio regular Ω/S) versus desplazamiento horizontal d para diferentes valores de αbif :
1) Un valor pequen˜o de αbif (αbif = 0,00025) equivale, a efectos pra´cticos, a no considerar
ningu´n tramo de plasticidad perfecta antes de producirse la bifurcacio´n, la cual es
inducida inmediatamente despue´s de alcanzar la superficie de fluencia (yielding).
2) Un valor grande de αbif (αbif = 0,0025) equivale a considerar un tramo relativamente
grande de plasticidad perfecta, como se referencia en1.
Se consideran dos valores diferentes para el factor de transicio´n γ en el modelo de ancho
de banda variable:
a) Un valor muy pequen˜o del factor de transicio´n (γ = 0,001) representa, a efectos
pra´cticos, una imposicio´n inmediata de la cinema´tica de discontinuidad fuerte tras la
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bifurcacio´n. Los resultados correspondientes se denominan, en las curvas de la Figu-
ra 4a, solucio´n discontinuidad fuerte y equivale a imponer la ecuacio´n constitutiva
discreta inducida inmediatamente despue´s de producirse la bifurcacio´n, como se es-
pecifica en la referencia1.
b) Un valor no despreciable del factor de transicio´n (γ = 0,1) equivale a introducir un
re´gimen de discontinuidad de´bil immediatamente despue´s de la bifurcacio´n, durante
aproximadamente el primer 10% de la respuesta en ablandamiento, para gradualmen-
te inducir la discontinuidad fuerte. Los resultados correspondiente se identifican en la
Figura 4a como modelo de ancho de banda variable.
En la misma Figura 4a se detallan gra´ficas amplificadas de zonas de estas curvas pro´xi-
mas a la bifurcacio´n. Resulta interesante hacer notar la respuesta no f´ısica obtenida en
el caso de discontinuidad fuerte γ = 0,001, pues se producen cargas ela´sticas inesperadas
(reloading) inmediatamente despue´s de la bifurcacio´n, traducie´ndose en picos angulosos en
las curvas. Aunque la cantidad de “carga ela´stica” es ma´s pequen˜a para el tramo grande
de plasticidad perfecta (αbif = 0,0025) y se encuentra, de algu´n modo, escondido en la
curva global, la amplificacio´n muestra claramente que dicho problema existe y, por tanto,
los mismos tipos de inconsistencias que los detectados en el ejemplo de tramo corto de plas-
ticidad perfecta. Por el contrario, este problema no aparece en los resultados obtenidos con
el modelo de ancho de banda variable γ = 0,1, los cuales son suaves, sin efecto de “cargas
ela´sticas” como puede comprobarse en la Figura 4a.
La explicacio´n para tales efectos puede encontrarse en las condiciones de discontinuidad
fuerte, de modo similar a ejemplos mostrados en19. Las condiciones de discontinuidad fuerte,
para el caso de deformacio´n plana, pueden expresarse, segu´n el ana´lisis de discontinuidad
fuerte llevado a cabo en el apartado Ana´lisis de discontinuidad fuerte (ecuacio´n (47)), en
te´rminos de las componentes desviadoras de las tensiones de Kirchhoff τ dev de la forma:
τdev11 = τ
dev
22 = τ
dev
33 = 0 (78)
donde se ha considerado un sistema cartesiano de ejes coordenados con la tercera direccio´n
ortogonal al plano de ana´lisis.
Para evaluar el grado de cumplimiento de las ecuaciones (78) en una variable escalar,
se ha calculado el valor SDC =
√
(τdev11 )
2 + (τdev22 )
2 + (τdev33 )
2 a lo largo del proceso de
deformacio´n, dibuja´ndose en la Figura 4b. Para el caso de plasticidad perfecta (αbif =∞),
el valor SDC tiende asinto´ticamente a cero, por lo que las condiciones de discontinuidad
fuerte nunca se verificara´n en plasticidad perfecta, independientemente de la longitud del
tramo horizontal.
Este hecho explica el pico “carga ela´stica” (reloading) observado en la Figura 4a como
consecuencia de la falta de cumplimiento de las condiciones de discontinuidad fuerte en
el instante de la bifurcacio´n, combinado con la imposicio´n inmediata de la cinema´tica de
discontinuidad fuerte. Sin embargo, si se contempla el modelo de ancho de banda variable
tras la bifurcacio´n, las condiciones de discontinuidad fuerte son verificadas ra´pida, pero
suavemente, al finalizar el re´gimen de transicio´n, como puede comprobarse en la Figura 4b
para un valor del factor de transicio´n γ = 0,1, explicando as´ı la ausencia de un pico de
“carga ela´stica” no f´ısica (reloading).
Finalmente, en la Figura 4c se detallan las curvas salto de desplazamiento normal ([[un]])
y tangencial ([[ut]]) en el punto A versus desplazamiento del borde de la probeta (d). Se
constata que el salto de desplazamiento normal es nulo a lo largo de todo el proceso de
deformacio´n, como se predijo teo´ricamente en el ana´lisis de discontinuidad fuerte para
modelos elastopla´sticos con cinema´tica de grandes deformaciones.
108 M.D.G. Pulido y J. Oliver
Es interesante resaltar que la condicio´n [[un]] = 0 no se impone expl´ıcitamente en
el formato continuo del modelo constitutivo, y su verificacio´n en la simulacio´n nume´rica
constituye una prueba de que la ecuacio´n constitutiva discreta predicha en el ana´lisis teo´rico
es inducida, de hecho, durante la simulacio´n.
Como se ha comentado en el presente art´ıculo, tanto el modelo constitutivo continuo
como el discreto elastopla´stico en grandes deformaciones presentan la misma estructura,
aunque en formato de deformaciones finitas, que los modelos continuo y discreto en de-
formaciones infinitesimales (desarrollado por Manzoli y Oliver11). Ello hace suponer que
cuando los saltos de desplazamientos dentro de la discontinuidad sean pequen˜os en compa-
racio´n con la dimensio´n del problema analizado, el modelo discreto en grandes deformacio-
nes colapsara´ en el de deformaciones infinitesimales, constituyendo una diferencia notable
con los modelos constitutivos discretos degradables analizados en los trabajos18,19, donde,
independientemente del rango de valores del salto de desplazamiento alcanzado en la dis-
continuidad, los modelos discretos proyectados son diferentes segu´n el tipo de cinema´tica
empleada.
Con objeto de contrastar dicha hipo´tesis, se ha simulado la misma probeta de la Figura 3
empleando el modelo elastopla´stico equivalente en deformaciones infinitesimales.
En la Figura 5 se puede apreciar la curva tensio´n horizontal versus desplazamiento
horizontal del borde de la placa obtenida en dicha simulacio´n, coincidiendo pra´cticamente
con la obtenida en el modelo de grandes deformaciones (Figura 4a), hecho esperable si se
compara el desplazamiento experimentado por la probleta con el taman˜o de la misma para el
modelo de deformaciones finitas (del orden del 1%, trata´ndose, por tanto, de deformaciones
reales infinitesimales).
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Figura 5. Localizacio´n en un problema homoge´neo: curva tensio´n horizontal en el
dominio regular versus desplazamiento horizontal del borde de la placa
para el modelo elastopla´stico en deformaciones infinitesimales
Con objeto de activar realmente las grandes deformaciones, se ha simulado una probeta
cuadrada, considerando el lado del cuadrado de valor 1 mm y solicitando la probeta tan
so´lo uniaxialmente con una fuerza horizontal Px, con el esquema esta´tico de la Figura 3a.
Las propiedades meca´nicas del material son las mismas que las detalladas para la probeta
del problema homoge´neo de localizacio´n (Figura 3), pero se ha empleado un mo´dulo de
Young 100 veces menor y una tensio´n uniaxial pico τy = 620 MPa.
En la Figura 6 se pueden apreciar las curvas carga aplicada Px versus desplazamiento
lateral δx para los modelos en deformaciones finitas e infinitesimales, aprecia´ndose una
respuesta diferente en cada modelo al haberse desarrollado deformaciones realmente finitas.
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Figura 6. Carga aplicada Px versus desplazamiento lateral δx en una probeta cua-
drada solicitada horizontalmente considerando los modelos elastopla´sti-
cos en deformaciones finitas e infinitesimales
Bandas de corte en probeta con estriccio´n importante
Se simula nume´ricamente un ensayo extra´ıdo de la referencia7 en el que se considera un
modo de localizacio´n diferente.
El principal objetivo del ejemplo nume´rico es aplicar la aproximacio´n de discontinui-
dades fuertes a un problema donde tienen lugar una concentracio´n considerable de defor-
maciones (que producen una importante estriccio´n en la probeta) y las correspondientes
deformaciones finitas regulares antes de que la bifurcacio´n real y la subsiguiente disconti-
nuidad fuerte ocurran.
En la Figura 7a se detallan las carater´ısticas geome´tricas del problema presentado. La
probeta, en re´gimen de deformacio´n plana, es estirada aplicando un desplazamiento vertical
uniforme en su extremo.
Debido a la simetr´ıa del ejemplo, tan so´lo se ha modelado 1/4 de la pieza completa, em-
pleando para ello dos mallas de elementos finitos diferentes (mallas A y B de la Figura 7b).
La malla A es no estructurada, mientras que la B es estructurada con un esquema particular
de tria´ngulos con objeto de aliviar el posible bloqueo nume´rico debido a la incompresibilidad
del flujo pla´stico, como ha sido reportado en la literatura cla´sica12.
Se ha empleado el modelo constitutivo continuo elastopla´stico J2 descrito en el apartado
Modelo constitutivo elastopla´stico iso´tropo. Los para´metros ela´sticos del material son: λ = 80
GPa y µ = 80 GPa. La ley de endurecimiento/ablandamiento se detalla en la Figura 7c,
donde la tensio´n uniaxial pico es τy = 220 MPa y el para´metro de ablandamiento discreto
vale H¯ = −2515 MPa. El factor de transicio´n adoptado es γ = 0,4.
La Figura 7d muestra las curvas carga P versus desplazamiento d obtenidas con las ma-
llas A y B. Se constata que ambas curvas exhiben similares resultados antes de producirse
el ablandamiento abrupto. La ligera diferencia que aparece antes del inicio de la bifurcacio´n
puede deberse a los efectos de bloqueo de la malla A. Sin embargo, en el re´gimen posbi-
furcacio´n ambas mallas muestran respuestas similares, evidenciando que el posible bloqueo
en la prebifurcacio´n no afecta de modo crucial al desarrollo del re´gimen de discontinuidad
fuerte.
El estado final de la malla deformada se detalla en la Figura 7e, mostrando una estriccio´n
importante. A diferencia de lo que ocurre cuando las deformaciones en la prebifurcacio´n
son pequen˜as, la concentracio´n de las deformaciones en una zona de ancho de banda no
nulo distribuye los contornos de desplazamientos de la banda de elementos atravesados por
la interfaz de la discontinuidad S (Figura 7f).
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En cualquier caso, se percibe claramente la cla´sica orientacio´n de la banda de localizacio´n
formando unos 45o con la horizontal.
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Figura 7. Probeta con estriccio´n: a) geometr´ıa del modelo y cargas aplicadas; b)
mallas de elementos finitos; c) ley de endurecimiento/ablandamiento; d)
curvas carga versus desplazamiento; e) mallas deformadas en la etapa
final del ana´lisis y f) contornos de desplazamiento vertical
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CONCLUSIONES
A lo largo de las secciones previas se ha explorado la Aproximacio´n de continuo de
discontinuidades fuertes (CSDA) para un modelo elastopla´stico continuo iso´tropo en re´gi-
men de grandes deformaciones. Aunque esta aproximacio´n ya hab´ıa sido estudiada por
los autores empleando modelos degradables con cinema´ticas infinitesimal y finita13,18,19, se
han extendido aqu´ı los resultados obtenidos al caso de modelos elastopla´sticos en gran-
des deformaciones. Como principal resultado se muestra que el ana´lisis de discontinuidad
fuerte empleado en los modelos degradables (con ambas cinema´ticas)18,19 puede extender-
se perfectamente a modelos elastopla´sticos en re´gimen de grandes deformaciones tan so´lo
considerando la descomposicio´n multiplicativa del tensor gradiente de la deformacio´n en su
parte ela´stica y pla´stica propia de los modelos esatopla´sticos (ecuacio´n (1)), obtenie´ndose
las mismas conclusiones generales que en18,19, a saber:
- La aproximacio´n de continuo de discontinuidades fuertes constituye un me´todo eficaz,
desde el punto de vista computacional, en la simulacio´n nume´rica de feno´menos de
localizacio´n, considerando tanto la cinema´tica de deformaciones infinitesimales como
la de deformaciones finitas.
Del ana´lisis de discontinuidad fuerte se extrae informacio´n sobre los modelos discre-
tos (traccio´n-salto desplazamiento) que gobiernan el comportamiento de la l´ınea de
discontinuidad. Estos modelos emergen de modo natural de los continuos de los que
proceden al aplicar una cinema´tica de discontinuidad fuerte, pero no se implementan
expl´ıcitamente en el algoritmo, constituyendo una caracter´ıstica espec´ıfica frente a
otro tipo de aproximaciones, pues un u´nico modelo continuo, junto a la cinema´tica de
discontinuidad fuerte, permite modelar el comportamiento de la totalidad del medio
a lo largo de todo el proceso de carga. Por otro lado, la obtencio´n de los modelos
discretos puede resultar pesada en determinados modelos constitutivos continuos.
- El ana´lisis de discontinuidad fuerte permite obtener todos los ingredientes necesarios
para afirmar que los modelos discretos inducidos o proyectados por la cinema´tica
de discontinuidad fuerte se constituyen en aute´nticos modelos contitutivos, heredan-
do muchas de las propiedades del modelo continuo del que proceden. Es interesante
resaltar una propiedad que no conservan: la isotrop´ıa del modelo continuo se trans-
forma en anisotrop´ıa en el discreto, caracterizando el concepto direccional de la fisura
o localizacio´n.
- El papel del tipo de cinema´tica empleada (infinitesimal o finita) se revela crucial en la
aproximacio´n de continuo de discontinuidades fuertes empleada, y es en los modelos
discretos proyectados que gobiernan la l´ınea de discontinunidad donde se constata de
modo ma´s claro.
Los modelos discretos elastopla´sticos, a diferencia con los modelos degradables18,19,
presentan la misma estructura que los continuos de los que derivan, tanto en deforma-
ciones finitas como en infinitesimales. Por tanto, los modelos discretos finitos colapsan
en los infinitesimales cuando los saltos de desplazamientos son pequen˜os comparados
con el taman˜o del elemento.
Por todo lo analizado en el presente trabajo, se puede concluir que la aproximacio´n de
continuo de discontinuidades fuertes, basada en modelos elastopla´sticos y en deformaciones
finitas e infinitesimales, provee un marco consistente, robusto y computacionalmente eficaz
para el ana´lisis del fallo material en so´lidos.
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ANEXO 1
Tensores constitutivos espaciales ela´stico y elastopla´stico tangente
Se han tenido en cuenta las siguientes hipo´tesis en el modelo elastopla´stico iso´tropo en
deformaciones finitas:
- La respuesta ela´stica es iso´tropa: el tensor izquierdo de deformacio´n de Cauchy-Green
be = Fe · FeT es colineal con el tensor de tensiones de Kirchhoff τ . Sean gi y (λei )2
(i = 1, 2, 3) los autovectores y autovalores de be (be = (λei )
2gi ⊗ gi), entonces τ
tiene los mismos autovectores (τ = τi gi ⊗ gi, siendo τi los autovalores del tensor de
tensiones de Kirchhoff).
- Plastidad iso´tropa: la funcio´n de plasticidad φ(τ , q) es una funcio´n iso´tropa de τ y
∂τφ es colineal con τ . Las variables internas tipo tensio´n q y α, relacionadas con el
mecanismo de endurecimiento iso´tropo, son escalares.
Empleando los autovalores de τ y be, la ecuacio´n constitutiva (9) puede reescribirse de
la forma:
τi = λ(ε
e
1 + ε
e
2 + ε
e
3) + 2µε
e
i (79)
donde εei = lnλ
e
i . El tensor constitutivo ela´stico espacial c
e resulta4,22,25:
ce = ceijkl (gi ⊗ gj ⊗ gk ⊗ gl) (80)
donde las componentes ceijkl se expresan de la forma:
ceiijj = λ+ 2(µ− τi)δij
ceijij = c
e
ijji = c
e
jiij =
λej
2τi−λei
2τj
λei
2−λej
2 (i 6= j)
(81)
Estas expresiones son significantes si los estiramientos principales son desiguales (λei 6= λej).
Para la obtencio´n del tensor elastopla´stico tangente espacial, cep, se parte de la expresio´n
de la derivada de Lie del tensor de tensio´n de Kirchhoff de la forma22:
Lv τ = Levτ − dp · τ − τ · dp (82)
y teniendo en cuenta Levτ = c
e: de = ce: (d− dp), la ecuacio´n (82) se puede reescribir:
Lvτ = ce: d− (ce:dp + dp · τ + τ · dp) = ce: d− a :dp (83)
donde el tensor de cuarto orden a, expresado indicialmente, es:
a
ijkl
= ce
ijkl
− τ
ik
δ
jl
− τ
il
δ
jk (84)
Considerando la ecuacio´n (11a) en (82):
Lvτ = ce: d− a :dp = ce: d−γ a :m (85)
Durante el proceso de carga pla´stica, φ (τ , q) = 0 ⇒ φ˙ = 0 , y teniendo en cuenta
las ecuaciones (11a), (12), (15) y las expresiones de las derivadas temporales del tensor de
tensiones de Kirchhoff en22, se obtiene:
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φ˙ = ∂τφ︸︷︷︸
= m
: τ˙+ ∂qφ︸︷︷︸
= 1
q˙ = m : τ˙ + q˙ =m : τ˙ + γ H = 0
=m : (a :de) + γ H =m : (a : [d− dp]) + γ H = 0
=m : (a :d) −m : (a :dp) + γ H = 0
=m : (a :d)− γ [m : a :m)−H] = 0
(86)
γ =
m : (a :d)
m : a :m)−H (87)
En la ecuacio´n (87) esta´ considerado impl´ıcitamente el valor negativo del pa´rametro de
endurecimiento H. Sustituyendo el valor de γ en la expresio´n (85) se tiene:
Lvτ = ce: d−γ a :m = ce: d− m:(a:d)(m:a:m)−Ha :m
= ce: d− m:a⊗a:d)(m:a:m)−H :d =
[
ce− m:a⊗a:m(m:a:m)−H
]
:d
= cep: d
(88)
La expresio´n del tensor constitutivo espacial tangente elastopla´stico resultante es:
cep = ce− m : a⊗ a :m
(m : a :m)−H (89)
